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1. Pokern

Beim Pokern wird ein Kartenspiel mit 52 Blatt verwendet. Es gibt die 13 Kartenwer-
te 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K,A und die Farben Pik, Kreuz, Karo und Herz. Jeder Spieler
erhélt fiinf Karten. Berechne jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass Poker-Ass Joe folgendes
Pokerblatter erhélt:

(a) Royal Flush: 10,J,Q,K,A in einer Farbe

(b) Straight Flush: A,2,3,4,5 oder 2,3,4,5,6 oder 3,4,5,6,7 oder ... oder 9,10,J,Q,K, alle
in einer Farbe

(c) Vierer: vier gleiche Werte

()

(e) Flush: Alle Karten von der gleichen Farbe
(f)

Full House: Dreier und Paar, z.B. K,K,K,3,3

Straight: A,2,3,4,5 oder 2,3,4,5,6 oder 3,4,5,6,7 oder ... oder 10,J,Q,K,A, nicht alle
in einer Farbe

(g) Dreier: drei gleiche Werte aber kein Full House
(h) Zwei Paare: z.B. AJA,3,3,7

(i) Ein Paar: zwei gleiche Werte, die restlichen Karten verschiedene Werte

2
Losung: Die Zahl der moglichen Pokerblétter zu fiinf Karten ist n = (55 ) = 2598 960.

(a) Royal Flush: z=4 =— p= - 1,54-107°
n
(b) Straight Flush: 2 =4-9=36 — p=-=1,39-10"
n

(c) Vierer: z =13-48 =624 = p=— =240-10"*
n

4 4
(d) Full House: z = 13- (3) <12 <2> =314 = p= % =1,44-107°

1
(e) Flush:z:4-(53)—36—4:5108 = p:i:1,97'1073
n

(f) Straight: z = 10-4° — 36 — 4 = 10200 = p= % —3,92.1072
(g) Dreier: z = 13- <§> . % =54912 = p= G- 2,11-1072
n

2 2 2

48 - 44 - 40
gy — 1098240 — p=%=0,423

1 4 4
(h) ZweiPaare:z:-13‘<>-12'< )-44:123552 = 102524,75-1072
n

4
(i) Ein Paar: 13- (2>



2. Eine Klasse mit 25 Schiilern besuchen 15 Buben und zehn Mé&dchen. Fiir einen Wettbe-
werb wird eine Gruppe von acht Schiilern der Klasse zufillig ausgewahlt.
(a) Berechne die Zahl N der verschiedenen moglichen Gruppen.

(b) Wie viele verschiedene Gruppenfotos mit nebeneinander aufgestellten Schiilern sind

moglich, wenn man alle moglichen Gruppen beriicksichtigt?

(c) Wie viele verschiedene Gruppen mit genau x Madchen und damit 8—z Buben gibt es?
Berechne die Wahrscheinlichkeit P(x), dass eine Gruppe genau x Médchen enthilt
und stelle P(z) als Sdulendiagramm grafisch dar. Wertetabelle nicht vergessen!

2
Losung: (a) N = (85> = 1081575

(b) N -8! = 108157540320 = 43609104 000 ~ 4,36 - 10'°

10 15
(c) Es gibt Moglichkeiten, x Méadchen und 8 Moglichkeiten, 8 — 2 Buben aus-
x x

zuwihlen. Die Zahl der Gruppen mit genau x Médchen ist also

Z(z) = (10>-( 1 ) — p)= 2@ <1$0> ' <8l—5x>

x 88—z -

G

x | P(x) x | P(x) p -

0 | 0,00595 5 | 0,10601 03

11005950 6 | 0,02039 0,2

21020824 7 |0,00166 o

31033318 8 | 0,00004

4| 0,26503 (I R B

3. Der runde Tisch

(a) n Personen (n £ s) nehmen an einem runden Tisch mit s Stithlen Platz. Berechne die
Anzahl der verschiedenen Sitzordnungen. Es gibt zwei Arten, das Wort Sitzordnung

zu deuten; rechne mit beiden Moglichkeiten.

(b) Wie grof ist bei zufilligem Hinsetzen die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Freunde

unter den Platznehmenden nebeneinander sitzen?
(c) Wie (b), aber fiir drei Freunde!
(d) Rechne (a), (b) und (c) noch einmal fiir eine lange, nicht geschlossene Sitzreihe.

(e) Aus n Personen (n 2 s) werden s ausgewéhlt und zuféllig auf s nummerierte Stiihle

verteilt. Berechne die Anzahl der verschiedenen Sitzordnungen.



s!
(s —n)!
Sitzordnung 2: Stiihle nicht nummeriert, es kommt nur darauf an, wer welche Nachbarn
hat.

Liosung: (a) Sitzordnung 1: Stiihle nummeriert: my = GZ(s,n) =

e — L GZ(s,n) _ (s —1)!
2 S s (S_n)!

(b) Der erste Freund hat s Sitzmoglichkeiten, der zweite dann jeweils zwei (links oder rechts),

die restlichen n — 2 Personen auf s — 2 Sitzen haben

(s —2)! _ (s—2)!

(s=2—(n—-2))! (s—mn))!

Sitzmoglichkeiten. Es gibt also

glinstige Sitzmoglichkeiten, d.h.

g 2s(s=2s—m)!  2s-2)! 2
P T w5l s

Es {iberrascht, dass p nicht von n abhéngt. Die fertige Losung zeigt uns einen eleganteren

Losungsweg;:

Sitzt der erste Freund, dann hat der zweite s — 1 Sitzmdglichkeiten, wovon zwei giinstig
2

sind, also p = 5.

(c) Wenn der erste Freund schon sitzt, haben die beiden anderen noch

GZ(s —1,2) = Ez - ;;:

Sitzmoglichkeiten, wovon sechs giinstig sind (123,132,213,312,231,321):
_ 6
(s =1)(s—2)

(d) (a) Wie ,nummerierte Plitze“, d.h. m;

— (s~ 1)(s—2)

(b) Sitzt der erste Freund nicht auf einem Randplatz, dann hat der zweite zwei Sitzmoglich-
keiten, sonst nur eine. Von den insgesamt s(s—1) Sitzmoglichkeiten der beiden Freunde
sind also 1 +2(s —2) + 1 = 2(s — 1) giinstig, also

2s—1) 2

P=-1) s

(c) Sitzt der erste Freud auf einem Randplatz, dann haben die beiden anderen zwei Sitzmoglich-
keiten (123, 132), sitzt er neben dem Randplatz, dann haben sie vier (123,132,213,312)
sonst sechs Moglichkeiten. Von den insgesamt s(s—1)(s —2) Sitzmoglichkeiten der drei
Freunde sind also 2 +4 + 6(s —4) + 4 + 2 = 6(s — 2) giinstig, also

6(s —2) 6

T s(s—1)(s—2) s(s—1)

(e) (”) 8l = nis! = f!s)! = GZ(n, s)



4.

Lésung:

Ein beschwipster Zecher schleudert drei Wurfpfeile auf eine Zielscheibe, die aus fiinf gleich
grofen Feldern besteht. Die Trefferwahrscheinlichkeit fiir jedes der nummerierten Felder
ist gleich. Wie viele verschiedene Ausgénge kann das Pfeilwerfen haben, wenn vorausge-
setzt wird, dass jeder Wurf die Scheibe trifft und

(a) die Reihenfolge der Treffer von Bedeutung ist
(b) die Reihenfolge der Treffer nicht von Bedeutung ist?

Wie grof3 ist in beiden Fiéllen die Wahrscheinlichkeit, dass alle Pfeile das gleiche Feld
treffen?

(a) Als Ergebnisraum verwenden wir Q, = {111,112, ..., 555}, wobei zyz bedeutet: Pfeil 1 in
Feld x, Pfeil 2 in Feld y und Pfeil 3 in Feld z.

z = Q] = 5% =125

Drei verschiedene Felder: 2z.3=5-4-3= 60
Zwei verschiedene Felder: z.=5-3-4= 60

Alle im gleichen Feld: zZ1=1-5= 5
Jedes der 125 Elementarereignisse hat die gleiche Wahrscheinlichkeit p, = (%)3 = %5

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A = ,Alle Pfeile in einem Feld“ = {111, 222, 333, 444,555}

ist dann .
Zrl
P(A) =5p, = — = "=
(4) = 5pr = 5 %

(b) Als Ergebnisraum verwenden wir €2 = {30000, 21000, ..., 00003}, wobei z.B. 01020 bedeutet:
ein Pfeil in Feld 2, 2 Pfeile 2 in Feld 4.

5-4-3
Drei verschiedene Felder: z3 = i = 10
Zwei verschiedene Felder: z9=5-4= 20
Alle im gleichen Feld: z71=1-5= 5

z2=21+29+23=235

oder mit der Formel fiir ungeordnete Sichproben mit Zuriicklegen:

(7))

5 1
Es wiére falsch, hier P(A) = S 35 = 7 2 verwenden, da die Elementarereignisse von 2

nicht gleichwahrscheinlich sind (in dieser Form kein Laplace-Experiment).



() ist eine Vergroberung von .. Z.B. entsprechen die Elemente 125, 152, 215, 251, 512 und
521 aus €2, nur dem einen Element 11001 aus 2. Dem Element 21000 € €) entsprechen die
Elemente 112, 121, 211 aus €2, dagegen hat 30000 € 2 nur ein Gegenstiick 111 € €),.. Es
folgt
p(30000) = p,, p(21000) = 3p,, p(11100) = 6p,
1

Mit A = {30000, 03000, 00300, 00030, 00003} folgt dann P(A) = 5p, = %

5. Eine Trommel enthilt a rote und b blaue Kugeln. Mit einem Griff werden k£ Kugeln gezo-

Lésung:

gen. Mit P(x) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass unter den gezogenen Kugeln

genau x blaue sind.

a b
o iy o)

)

(b) Berechne P(0), P(1), P(2), P(3) und P(4) fir a =10, b =4 und k = 6.

(a) Wir denken uns die Kugeln nummeriert, z.B. die roten Kugeln von 1 bis a und die blauen

von a + 1 bis n = a + b. Da es nicht auf die Reihenfolge ankommt und ohne Zuriicklegen
gezogen wird (,mit einem Griff“), gibt es insgesamt (Z) Moglichkeiten, k& Kugeln aus
den n Kugeln zu ziehen. Ein Zug mit genau z blauen Kugeln hat & — z rote Kugeln.

Es gibt (k: “ ) Moglichkeiten, k — x rote Kugeln aus a roten Kugeln zu ziehen und
-z
Moglichkeiten, x blaue Kugeln aus b blauen Kugeln zu ziehen. Insgesamt gibt es also

b
( i “ ) < ) Moglichkeiten fiir einen Zug mit b blauen Kugeln.
x

— X

Andere Herleitung;:

Man stelle sich ein Baumdiagramm des k-stufigen Versuchs vor. Fiir einen Pfad mit k — z

roten und z blauen Kugeln ist die Wahrscheinlichkeit

_a(a-1)-..-(a—k+z+1) b-(b—1)-...-(b—z+1) B
p_n-(n—l)‘...'(n—k—i—w—kl) n—k+ax)-n—k+z—1)-..-(n—k+1)
al b! (n—k)!

T (a—k+a) (b—z) nl

Die Zahl der Pfade mit x blauen Kugeln ist gleich der Zahl der Moglichkeiten,  ununter-



k
scheidbare blaue Kugeln auf k& Plitze zu verteilen, also ( > Damit gilt
x

Pl@)=p- CZ) " - Z!Jr o —b!w)! = ;1k)! ' m!(/ji o)
_ al b K- k) (k%) <2>
(k—2)la—k+a) 2lb—=z)!  nl <a-l:b>

(b) Plz) = m P(0) = <160) C’l) _ 0 _ 6.993%

14 ’ 14 © 1001
6 6

(1()) (4) <1O> (4>

5)\1 336 2

P(1) = = = P(2) = =41

(1) <14) 1001 33,566%, <14 1001 ,598%

<4) <1O> (4>

3/)\3 160 4

(14> = 1001 =15,984%, P(4) = <14> 1001 = 1,499%
6

6. Das Geburtstagsparadoxon

Lésung:

(a) Berechne die Wahrscheinlichkeit p(n), dass unter n zuféllig ausgesuchten Personen
mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben. Es darf angenommen werden,
dass das Jahr 365 Tage hat und jeder Tag als Geburtstag gleichwahrscheinlich ist.
Berechne speziell p(2) bis p(10), p(20), p(40) und p(60).

(b) Ab welcher Personenanzahl ist es bei einer Party giinstig darauf zu wetten, dass

mindestens zwei der Géste am gleichen Tag Geburtstag haben?

(a) p(n) ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n Personen alle an verschiedenen Tagen Geburts-

tag haben:
365-364-...-(365—n+1) 365!
p(n) = 3657 © 365" - (365 —n)!
0 fiir n > 365

fiir n < 365

Da der Taschenrechner n! fiir n > 69 nicht berechnen kann, verwenden wir das Ergebnis in

der Form (hier ist keine Fallunterscheidung nétig!)

364 363 365—n+1 7

- 65—z
365 365 365 [[

p(n) =



n—1 .
_ 365 — 1
pl) =1-p(n) =1 [ 55

=1

Eine weiter Form fiir die Berechnung mit einem Taschenrechner, der die Binomialkoeffizi-

enten beherrscht:

p(n)

365! 365! - n! n! (365)

T 3657 (365 —n)! 3657 (365 —n)l-nl 365" \ n

Weiter muss man aufpassen, dass der TR kein Zwischenergebnis > 10'% errechnet. Als

Beispiel die Berechnung fiir n = 40:

365\ 326
p(40) = <39> - 036570 : 36520 - 40! = 0,10877 =  p(40) = 0,89123

40
Noch etwas trickreicher die Berechnung fiir n = 60:

365\  365-364-...-327 326-325-...-306
60 | 1-2...-39 40-41...-60
(365) (326).21!439!

39 21 60!

326
p(60) = ( 20 ) : 60! - ( o1 ) - 211 39! : 365%° : 3652Y : 36520 - 60! = 0,005877

—  p(60) = 0,99412

n 2 3 4 5 6 7
p(n) | 0,274% | 0,820% | 1,64% | 2,71% | 4,05% | 5,62%
n 8 9 10 20 40 60
p(n) | 743% | 9.46% | 11,69% | 41,14% | 89,12% | 99,41%

(b) p(22) =47,57% und p(23) = 50,73% = ab 23 Personen



